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В настоящее время имеется немало работ, посвященных многомерным 

интегральным операторам c однородными степени (-n) ядрами (см., 

например, [1-4], [7-8]). Для таких операторов получены необходимые и 

достаточные условия нетеровости и обратимости, описаны банаховы 

алгебры, порожденные этими операторами, найдены критерии применимости 

проекционного метода, интегральные операторы с однородными ядрами и 

переменными коэффициентами ([2], [3]). В данной статье рассматриваются 

операторы с радикальными осциллирующими коэффициентами вида 
δi

x . 

Подчеркнем, что операторы с однородными ядрами и радикальными (по 

крайней мере в окрестности точки x=0) коэффициентами находят 

применение в некоторых задачах математической физики.  

В работе используются следующие обозначения:;
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 рассмотрим оператор (1) 
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удовлетворяет следующим условиям: 

1) однородность степени (-n), то есть          αyxkαyαxαk j
n

j ,,, ; 

2) инвариантность относительно группы вращений )n(SO , то есть 



       )(,,, nSOωyxkyωxωk jj  ; 

3) суммируемость, то есть    ,...,,,  
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Рассмотрим в )( nBL  интегральный оператор (2) 

      dyyφyxkxφK
nB
 , , nBx , ядро которого удовлетворяет условию (1). 

Оператору A  сопоставим оператор A , который определим формулой 
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где jK - оператор вида (2) с ядром    ,,, jyxk j . Здесь и ниже мы 

отожествляем функции 
δi

x  и )(xa j  с операторами умножения на эти 

функции. Рассмотрим разность  AA . 

Имеем   
  KaxaxKaxaAAT

δi
)()())()(( . Так как 
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axa , то оператор jjj Kaxa ))()((   является компактным в 

)( nBL  Следовательно, T-компактный оператор. Поскольку 
 ATA , то 

оператор A  нетѐров тогда и только тогда, когда нетѐров оператор A , причем 

 indAindA . 

Приступим к исследованию оператора A . В пространстве )( nBL  

рассмотрим уравнение, порожденное этим оператором:  

       xfdyyφyxkaxdyyφyxkaxλφ
nn B
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B

   )(),()(,)( . (4) 

Поскольку функции  yxk j ,  удовлетворяют условию (2), то 

существуют такие функции  tρrl j ,, , что    yxyxlyxk jj 

,,, . 

Учитывая это, и переходя в последнем соотношении к сферическим 

координатам  y,rx ,  получим  
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Функция  tpD j ,  удовлетворяет следующему условию суммируемости
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Умножая обе части уравнения (5) на сферические гармоники  σY μm , 

интегрируя по единой сфере, и применяя формулу Функа-Гекке, получим 

следующую бесконечную диагональную систему одномерных интегральных 

уравнений (8) 

       ,)()( rFρdρФ
r

ρ
D
r

arρdρФ
r

ρ
D
r

arФλ μmμmm
δi

μmmμm 
















 









 

где   )(,...,,,,, mdμmr n Z , а )(mdn - размерность пространства 

сферических гармоник порядка m. 
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  ))((,   (9), при этом  tPm - 

многочлены Лежандра. 

В пространстве  1,02L  рассмотрим оператор mA , формирующий 

левую часть уравнения (8)  
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Лемма 1. Пусть λ . Тогда существует число Zm  такое, что 

оператор mA обратим для всех mm . 

Доказательство. В пространстве  1,02L  рассмотрим 

оператор      ρdρψ
r

ρ
D
r

arψK jmjjm 







 





)( , где ),(,,,   rjm Z .  По 

теореме Харди-Литтлвуда справедлива оценка ρdρρDaK jmjjm
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 (10). 

Из равенства (9) и свойств многочленов Лежандра следует, 

что )(ρD jm  при m  для почти всех   ,ρ . Тогда, используя 

мажоратную теорему Лебега с учетом оценки (7), получаем, что интеграл в 

неравенстве (10) стремится к нулю при m .Следовательно, 


jm
m

Klim . 

Поэтому существует число Zm  такое, что λKrK m
δi

m    для всех 

0mm  . Значит, оператор m
δi

mm KrKIλA    обратим для всех 0mm    

Лемма доказана. 

Лемма 2. Пусть 0  и 0m - число, указанное в лемме 1. Оператор A  

вида (1) нѐтеров в пространстве )B(L n2  тогда и только тогда, когда нѐтеровы 

в пространстве  1,02L  все операторы 0m m,...,2,1,0m,A  , 

причем   m
0m

n indAmdindA 
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