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Расчёт железобетонной арки с учётом ползучести бетона 
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Ростовский государственный строительный университет 

Аннотация: В работе получены основные уравнения для железобетонного элемента, 
испытывающего действие изгибающего момента и продольной силы, с учетом ползучести 
бетона. На основе данных уравнений исследуется напряженно–деформированное 
состояние железобетонной статически определимой трехшарнирной арки. При расчетах 
используется вязкоупругая модель. Рассматривается прямоугольное поперечное сечение с 
симметричным армированием. Показано, что в результате ползучести происходит 
перераспределение напряжений между арматурой и бетоном. 
Ключевые слова: метод конечных элементов, ползучесть бетона, вязкоупругость, 
железобетонная арка, напряженно–деформированное состояние. 

 

Железобетонные арки находят широкое применение в качестве 

стропильных конструкций, перемычек, в конструкциях мостов, покрытий 

промышленных зданий. Отличительной особенностью данных конструкций 

является то, что при правильно выбранном очертании возникающие в них 

изгибающие моменты малы, что отвечает специфике бетона — материала, 

плохо работающего на растяжение. Расчёт железобетонных арок, как 

правило, ведётся исключительно в упругой постановке. Однако для бетона 

характерна явно выраженная и развивающаяся даже в обычных 

эксплуатационных условиях ползучесть, которой ни в коем случае нельзя 

пренебрегать. В настоящей статье рассматривается методика расчета 

железобетонных арок с учетом ползучести бетона. 

Так как арки являются брусьями малой кривизны, то их расчёт можно 

вести по формулам для внецентренно сжатых железобетонных стержней. 

Рассмотрим железобетонный элемент, испытывающий действие 

изгибающего момента и продольной силы. Расчётная схема, а также 

поперечное сечение показаны на рис. 1. Положительными будем считать 

растягивающие напряжения. 
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Рис.1. — К расчёту железобетонного элемента 

Полная деформация бетона в соответствии с гипотезой плоских 

сечений представляет собой сумму осевой деформации 0ε  и деформации, 

обусловленной изменением кривизны: 

χεε yb −= 0 ,         (1) 

где 2

2

dx
vd

=χ  — кривизна стержня. 

Из условия совместности работы арматуры и бетона запишем 

выражения для деформаций арматуры: 

χεε SS y+= 0 , χεε SS y′−=′ 0 .      (2) 

Расстояния Sy  и Sy′  подставляются в формулу (2) по абсолютному 

значению. 

Согласно модели вязкоупругого тела, полная деформация бетона — это 

сумма упругой деформации el
bε  и деформации ползучести *

bε  [1]: 

*
b

b

b
b E

εσε += .         (3) 

Из (3) напряжения в бетоне запишутся в виде: 

( ) ( )*
0

*
bbbbbb yEE εχεεεσ −−=−= .      (4) 

Напряжения в арматуре определяются следующим образом: 

( )χεεσ SSSSS yEE +== 0 , ( )χεεσ SSSSS yEE ′−=′=′ 0 .  (5) 

Запишем уравнение суммы моментов относительно оси z: 
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∫ =−′′′−+−
A

bSSSSSS dAyyAyAM .0σσσ      (6) 

Составив сумму проекций всех сил на продольную ось стержня, 

получим: 

∫+′′+=
A

bSSSS dAAAN .σσσ        (7) 

Подставив (4) и (5) в (6), для случая симметричного армирования 

( SS AA ′= , SS yy ′= ) получим: 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−= ∫

A
bb

red
dAyEM

EI
*1 εχ ,       (8) 

где bbSSred IEIEEI +=  — приведённая изгибная жёсткость поперечного 

сечения; ( )[ ]22
SSSSSS yAyAEI ′′+= ; 

12

3bhIb = . 

Величина 0ε  находится из уравнений (4), (5), (7): 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+= ∫

A
bb

red
dAEN

EA
*

0
1 εε ,       (9) 

где ( ) bbSSSred AEAAEEA +′+=  — приведённая жёсткость поперечного 

сечения при осевом растяжении (сжатии). 

Уравнения (4), (5), (8), (9) могут использоваться для расчёта с учётом 

ползучести статически определимых арок. На первом этапе выполняется 

статический расчёт — определяются внутренние силовые факторы M и N. В 

статически определимых системах при постоянных внешних нагрузках они 

не зависят от времени. Поперечное сечение по высоте разбивается на m 

частей yΔ , а интервал времени на n шагов tΔ . Для заданных сечений в 

каждой точке вычисляются напряжения в бетоне без учёта ползучести. Если 

закон ползучести задан в дифференциальной форме, то по вычисленным 

напряжениям можно определить скорости роста деформаций ползучести 
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t
b

∂
∂ *ε , а также деформации ползучести в момент времени tt Δ+  при помощи 

линейной аппроксимации [1, 3–6, 8–10]: 

( ) ( ) t
t

ttt b
bb Δ

∂
∂

+=Δ+
*

** εεε . 

Был выполнен расчёт трёхшарнирной круговой арки, загруженной 

равномерно распределенной нагрузкой q. Расчётная схема представлена на 

рис. 2. 

 
Рис. 2. — Расчётная схема арки 

Уравнение оси арки, очерченной по окружности: 

fRxLRy +−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−=

2
2

2
; 

f
LfR
82

2

+= ; 
R

xL
2

2sin −
=ϕ ; 

R
fRy −+

=ϕcos .         (10) 

Внутренние усилия в сечении K арки вычисляются по формулам: 

KKK HyMM −= δ ;  ( )KKKK HQN ϕϕδ cossin +−= ,   (11) 

где δ
KM , δ

KQ  — момент и поперечная сила в сечении К в балке с 

аналогичным пролетом и нагрузкой. 

В нашем случае ( )xLqxM K −=
2

δ ; ( )xLqQK 2
2

−=δ ; 
f

qLH
8

2

= . 

Задача была решена при следующих исходных данных: q = 15 кН/м, 

L = 16 м, f = 3.2 м, b = 20 см, h = 40 см, τ0 = 28 сут, Eb(τ0) = 3⋅104 МПа 
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коэффициент армирования 02.0, ==
b

общS

A
A

μ , =′= SS yy 15 см, ES = 2⋅105 МПа. 

Учитывалось старение бетона, т. е. возрастание его модуля упругости с 

течением времени. Зависимость модуля упругости бетона от времени 

принималась в виде: 

( ) ( ) ( ) ( )[ ]02
110 1 ττ −−−+⋅= tb

bb ebbEtE , 282.11 =b , 019.01 −=b . 

При расчёте использовалось уравнение вязкоупругой модели 

наследственного старения бетона, которое имеет вид [7]: 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) τ

τ
ττσσε

τ

dtC
tE
tt

t

b
b

b
b ∫ ∂

∂
−=

0

, ; ( ) ( )t
t

t

eeB
e

eeCtC γγτ
α

ατα

τ −− −+
−
−

=
1

, . 

Для расчёта данное уравнение было представлено в дифференциальной 

форме.  

Значения реологических констант: α = 0.032, C = 3.77⋅10–5 МПа–1, 

B = 5.68⋅10–5 МПа–1, γ = 0.062. 

На рис. 3 представлен график изменения напряжений в арматуре в 

зависимости от x и t. Верхней сетчатой поверхности соответствуют 

напряжения σ’S в арматуре у верхней грани; нижней закрашенной — 

напряжения σS в арматуре у нижней грани. Рис. 4 — изменение напряжений в 

бетоне в зависимости от x и t. Верхней поверхности соответствуют 

напряжения при y = h / 2, нижней — при y = – h / 2. Из рис. 3–4 видно, что 

вследствие ползучести бетона напряжения в арматуре по абсолютной 

величине возрастают, а в бетоне убывают. Наиболее существенное 

перераспределение происходит в точках, где изгибающие моменты 

максимальны (x ≈ 2.1 м и x ≈ 13.9 м).  

Представленная задача была также решена методом конечных 

элементов. Система линейных алгебраических уравнений МКЭ с учётом 

ползучести имеет вид [2]: 
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[ ]{ } { } { }*FFUK q += , 

где  {U} — вектор узловых перемещений; [K] — матрица жёсткости; {Fq} — 

вектор внешних узловых нагрузок; {F*} — вклад деформаций ползучести в 

вектор нагрузки. 

 
Рис. 3. Изменение напряжений в арматуре 

 
Рис. 4. Изменение напряжений в бетоне при y = h / 2 и y = – h / 2 
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В таблице № 1 представлено сравнение напряжений в бетоне и 

арматуре у нижней грани при x = 2.1 м в различные моменты времени, 

полученных численно–аналитически методом (далее — ЧАМ), а также 

численно с использованием МКЭ. 

Из таблицы видно, что результаты практически совпадают, что 

свидетельствует о достоверности разработанной методики. 

Таблица № 1 

Сравнение результатов численно–аналитического расчета с МКЭ 

t, сут 30 40 50 60 70 80 90 100 

 
ЧАМ -15.84 -14.70 -14.16 -13.87 -13.72 -13.64 -13.59 -13.56
МКЭ -15.81 -14.67 -14.17 -13.87 -13.71 -13.62 -13.57 -13.54

 
ЧАМ -102.8 -137.7 -154.6 -162.7 -167.8 -170.4 -172.1 -173.2
МКЭ -102.6 -137.4 -154.3 -163.1 -168.9 -170.3 -171.9 -172.8
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