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О краевой задаче теории упругости в полярной системе координат 
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Аннотация: В статье изложена постановка краевой задачи деформируемого твердого тела 
в полярной системе координат. Задача приведена к особому интегральному уравнению, 
решение которого позволяет определить местные напряжения на линии сопряжения возле 
их концентрации.  
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В современных машинах широко применяются осесимметрично 

нагруженные детали сложной формы, ослабленные различными 

концентраторами напряжений, в близи границ которых возникают 

значительные местные напряжения, поэтому возникает необходимость в 

отыскании решения краевой задачи в полярной системе координат [1, 2]. 

С точки зрения расчетной схемы любую деталь можно представить как 

упругое тело единичной толщины произвольной формы, подвергающееся 

воздействию внешних нагрузок Рn и находящееся в состоянии равновесия 

(рис. 1 а). 

 
Рис. 1 – Плоское упругое тело: 

а) расчетная схема; б) элемент тела с круговым сечением 
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Пусть координатами точки А будут полярный радиус r, отсчитываемый 

от центра тяжести, и угол β. 

Для исследования напряженно-деформированного состояния 

воспользуемся уравнениями Ламе, описывающими равновесие бесконечно 

малого элемента сплошной среды в перемещениях без учета массовых сил, 

которые в полярной системе в условиях плоского деформированного 

состояния примут вид [3]: 
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где ν – коэффициент Пуассона; u и w – перемещения точек в полярной  

системе координа β, r; νk 43−= . 

Введем новую переменную 
ρ
rt ln=  ( )ter ρ= , ρ=const, тогда систему (1) 

можно привести к уравнениям с постоянными коэффициентами [1, 3]  
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Решение системы (2) ищем в виде интегрального преобразования 

Фурье [4] 
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где α – произвольное вещественное число. 

После подстановки (3) в (2) имеем систему уравнений: 
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решение которой может быть представлено в виде [1]: 
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где An, Bn (n=1, 2) – постоянные, подлежащие определению из краевых 

условий; ( )2
1 2312 ννa +−= ; 
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Уравнения (4) можно привести к эквивалентным смешанным 

гиперболическим и тригонометрическим функциям [3]. 

Подставляя (4) в (3) определяем перемещения u и w. По формулам 

Коши находим деформации 
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а по закону Гука – напряжения: 
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Задаемся следующими краевыми условиями: 

1) Из условий симметрии, без жесткого перемещения тела и при 

отсутствии полости в начале координат ( ) ( ) 00;00;0 == wu ; 

2) ( ) 00 ; rr σβtσ = , 0ββ ≤ ; 

3) ( ) 00 ; τβtτ = , 0ββ ≤ , 

где t0-му соответствует радиус сектора r0, с углом полураствора β0 (рис. 1 б). 

Если σr0 и τ0 рассматривать в качестве местных напряжений, то они в 

основном должны зависеть от перемещений на дуге сектора 0ββ ≤  и мало 

зависеть от r0, поэтому необходимо устремить его к бесконечности. Здесь 

координаты β0 и r0 определяют границы концентратора напряжений. Решить 

задачу удается только численными методами, однако при 
20
πβ <<  приходим к 

выражению [1, 4-7]: 
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π
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где а, b – постоянные, зависящие от упругих свойств материала; s – дуговая 

абсцисса линии интегрирования (сопряжения), соответствующая углу β0; l – 

полуширина линии сопряжения; ( ) ( ) ( )swisusf 11 ′−′= ; ( ) ( ) ( )sτisσsφ r 11 += . Индекс 1 

означает местный характер напряженно-деформированного состояния. 

Частные решения интегрального уравнения (5) представлены в [4-10]. 

Итак, интегральное уравнение (5) может быть использовано для 

решения краевых задач в полярных координатах при определении местных 

напряжений на какой-либо дуге интегрирования, в качестве которой может 
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служить как внешний контур тела, так и какая-либо дуговая линия 

сопряжения возле концентратора напряжений внутри плоского тела. 
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