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Аннотация: В статье рассмотрены вопросы описания дисперсного состава и 

концентрации пыли с использованием теории стационарных случайных функций. Этот 
метод позволяет получить характеристики дисперсного состава пыли в воздушной среде  
и определить среднее время пребывания фракционной концентрации выше заданного 
уровня, среднее число выходов  фракционной концентрации в единицу времени за 
фиксированный уровень. Приводятся примеры корреляционных функций, которые можно 
использовать для аппроксимации эмпирических данных в случае стационарного процесса.  
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Исследования, проведенные в воздушной среде вблизи городских 

автомобильных дорог, показали, что в результате изменений параметров 

движения транспорта и метеорологических параметров  в ряде случаев 

колебания дисперсного состава пыли значительно выше, чем погрешность 

методов измерений [1-3]. В данном случае разброс значений функции 

следует отнести к особенностям случайного процесса, который определяет 

фракционный состав пыли с учетом влияния различных факторов 

(интенсивность и скорость движения транспорта) и изменяющихся в 

определенных пределах параметров воздушной среды (влажность и скорость 

ветра и т. п.). Поэтому необходимо рассматривать функции, описывающие 

дисперсный состав пыли в воздушной среде городов как случайные.  

В соответствии с этим рассмотрена некоторая случайная функция D(dч, 

ω), параметром которой принимается диаметр частицы dч, изменяющийся в 

интервале Δ = [dmin, dmax], а ω — это элементарное событие, т.е. условия, при 

которых происходит отбор пробы. В каждом конкретном случае измерений 
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(ω) D является уже не случайной, а детерминированной функцией параметра 

dч, которую можно назвать траекторией или реализацией случайной функции 

D(dч, ω)[4]. Случайную функцию можно рассматривать как совокупность её 

возможных реализаций. 

Пусть D(dч, ω) — случайная функция, зависящая от размера частиц dч 

∈Δ и ω — вектора, описывающего характеристики происходящего явления. 

Тогда определим дисперсный состав пыли, как случайную функцию D(dч, ω), 

dч ∈Δ, являющуюся отображением D: Ω R,  зависящую от размера частиц 

dч, где Ω — пространство элементарных событий, выражающихся в 

конкретном проявлении экологических факторов. Тогда при любом 

фиксированном значении параметра dч∈Δ, случайная функция D(dч, ω) 

является случайной величиной, называемой сечением случайной функции.  

Случайная функция D(dч, ω) характеризуется рядом параметров, одним 

из которых, является вероятностный коридор, с помощью которого можно 

описать неопределенность параметров функции распределения 

фракционного состава [5]. Величина вероятностного коридора, в случае 

одиночной пробы фракционного состава пыли, определяется доверительным 

интервалом математического ожидания функции распределения, которая 

аппроксимирует экспериментальное распределение фракционных масс пыли. 

Другой важнейшей характеристикой при исследовании пылевой 

обстановки в воздушной среде можем считать интегральную концентрацию 

С(dч) пыли в воздухе городской среды, которая соответствует массовой 

концентрации всех частиц с размерами dч и также может быть рассмотрена 

как случайная функция (рис. 1).  
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Рис. 1 – Функции интегральных концентраций 

 

На рис. 2 представлена динамика изменения концентрации пыли 

разных фракций по месяцам и в течение суток. 
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Рис. 2  – Динамика изменения концентрации пыли  по месяцам 

 в воздухе города 
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Представим функцию С (dч) как  произведение концентрации 

взвешенных частиц С0 , которая также  может рассматриваться как случайная 

величина, и случайной функции прохода D(dч,ω).   

),()( ч0ч ωdDCdC ⋅= .              (1) 

Важным частным случаем задачи исследования С(dч) является 

определение концентраций РМ10 и РМ2,5 как случайных величин (рис. 3, 4). 

Такой подход позволяет не только получить характеристики 

дисперсного состава пыли в воздушной среде, но и определить ряд 

дополнительных показателей. Например, актуальной проблемой при оценке 

содержания пыли в воздушной среде является определение вероятности 

превышения величины фракционной концентрации некоторого возможного 

норматива [6].  

 

 
Рис. 3 – Динамика изменения концентрации РМ10  по месяцам 
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Рис. 4  – Динамика изменения концентрации РМ2,5 по месяцам 

 

Рассмотрим задачу в общем случае. Пусть С(t) – случайная функция, 

например, РМ10, РМ2,5, См.р., Сс.с.. Если рассматривать  С(t) как 

дифференцируемую случайную функцию, то необходимо определить 

вероятности следующих событий: в момент времени t  ордината случайной 

функции  должна быть не больше Снорм и в момент времени dtt +  ордината 

случайной функции должна быть больше Снорм, т.е. )С;( нормнорм >≤ СCCP .  

Наибольший интерес на практике получила специальная теория 

стационарных случайных процессов, или, точнее, теория стационарных 

случайных функций (так как аргументом стационарной случайной функции в 

общем случае может быть и не время).  

Для  стационарной случайной функции С(t) корреляционная функция  

)))()()(((),( )(2)(121 21 tCtCC MtCMtCMttK −−=  зависит не от обоих своих 

аргументов t1 и t2, а только от разности ∆t  между ними, т.е. от длины 

интервала [7]: 

)()(),( 1221 tKttKttK CCC Δ=−= ,                                                         (2) 
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где М — математическое ожидание, )( 1tСМ  и )( 2tСМ — математические 

ожидания сечений, соответствующих фиксированным значениям аргументов 

t1 и t2. 

Плотность распределения ординат случайной функции )( tСf  и 

плотность распределения скоростей ),( tvСf  не зависят от времени, где 

dt
tdCtv )()( ≡ . Обозначим эти плотности соответственно: f(С) и ),( VCf . 

Тогда среднее время пребывания стационарной случайной функции 

выше заданного уровня нормС  в течение времени Т, среднее число выходов за 

этот же промежуток времени и средняя длительность выхода определятся 

формулами 3-5 соответственно: 

∫
∞

=
норм

)(
C

dССfTt ;                         (3) 

∫
∞

=
0

норм ),( dvvCvfTn ;                                                    (4) 

n
t

=τ  .                                                                      (5) 

Кроме того,  можно определить среднее число выходов в единицу 

времени за фиксированный уровень Снорм: 

T
nvC =

норм
.                                                              (6) 

 Очевидно для стационарного процесса 

∫
∞

=
0

норм ),(
норм

dvvCvfvC ,                                                  (7) 

т.е. не отличается от вероятности выброса в единицу времени. 

Если рассматривать нормальный стационарный процесс, то можно 

получить простые расчетные формулы. В этом случае закон распределения 
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случайной функции однозначно выражается через её математическое 

ожидание CtC MM =)(  и её дисперсию )0(2
СС К=σ ,  так как  

( )
2

2

2

2
1)( C

CMC

C
eCf σ

πσ

−
−

= .                                         (8) 

Скорость изменения ординаты случайной функции и ординату 

случайной функции для того же момента времени можно считать 

некоррелированными случайными величинами, а для нормального 

случайного процесса, следовательно, и независимыми величинами [8]. 

Поэтому двумерная плотность вероятности f(C, v) распадается на 

произведение нормальных плотностей распределения для случайных 

функций С и V: 

 

( )
2

2

2

2

22

2
1

2
1),( vC

C v

v

MC

C
eevCf σσ

πσπσ

−
−

−

⋅= ,                             (9) 

где дисперсия скорости изменения ординаты случайной функции 2
vσ  

определяется по формуле: 

2

2
2 )0(

dt
Kd C

v −=σ ,                                                 (10) 

т.е. значению корреляционной функции скорости  в нуле. Математическое 

ожидание V(t) вследствие стационарности случайного процесса равно нулю. 

Однако нужно иметь ввиду, что для практических расчетов, 

необходимо проверять независимость, стационарность случайного процесса 

и имеет ли место для него  нормальный закон.  

 При подстановке (9) в (7) получаем формулу для среднего числа 

выходов за уровень Снорм в единицу времени: 
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( )
2

2
норм

норм

2

2
C

CMC

C

v
C ev σ

πσ
σ

−
−

⋅= .                                      (11) 

 Формулу (11) принято называть формулой Райса [9-11]. 

 Аналогично, после подстановки (9) в (5) будем иметь среднюю 

длительность выхода за фиксированный уровень Снорм: 

( )

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
−=

−

C

C

MC

v

С M
e C

C

σσ
πστ σ норм2 С

Ф1
2

2
норм

,                           (12) 

где Ф(t) — интегральная функция Лапласа, 

∫ −=
t

z dzеtФ
0

22

2
1)(
π

. 

 На практике по эмпирическим данным получают корреляционную 

функцию, которую можно аппроксимировать в случае стационарного 

процесса, например, дифференцируемыми функциями: 

 1) 
222)( CaeCK −≈σ ;                       2) ⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+≈ − CaCeCK Ca β
β

βσ sincos)( 2 ;  

 3) CeCK Ca βσ cos)(
222 −≈ ;            4) ( )СаeCK Ca +≈ − 1)( 2σ . 
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