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Аннотация: В рассматриваемой работе разработана математическая модель движения 

тела, состоящего из пластинки и стержня, которое можно ассоциировать с парапланом или 

дельтапланом. Тело совершает плоскопараллельное планирование в квазистатической 

среде. Получены уравнения движения тела, которые возможно решить только численно. 

Решены уравнения равновесия и получены основные стационарные режимы движения 

тела, основным результатом является режим наиболее пологого планирования тела. В 

системе компьютерной математики MATLAB написан комплекс программ, который ищет 

численное решение и выводит траектории. Моделируется движение рассматриваемых 

режимов и оценивается устойчивость основных режимов с помощью численных расчетов. 
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        Данная статья посвящена моделированию движения простейшего 

планирующего тела, имеющего конфигурацию дельтаплана (см. рис.1). 

Планирующий полет является простейшим режимом в аэродинамике и в 

природе известно много примеров такого полета. Парящий полет используют 

крупные птицы, такие, как орел, аист. Пикирующий полет используют 

хищные птицы, такие, как сокол. Машущий и трепещущий полет тоже очень 

интересны, но в данной работе рассматриваться не будут.  В авиастроении 

существует проблема имитационного моделирования и обеспечения 

устойчивости движения летательных аппаратов в воздушном пространстве. 

Поэтому рассматриваемая нами задача актуальна. Аналогичные задачи 

рассматривались в [1,2].  
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Постановка задачи. 

 

         Рассмотрим тело, состоящее из стержня и аэродинамического профиля, 

который отклонен на угол    относительно нормали (Рис. 1). При 

формировании аэродинамических сил мы используем гипотезу о 

квазистатическом обтекания пластинки средой. Аэродинамические силы 

прилагаются в центре давления, который является неподвижным [3,4].   

Аэродинамические силы имеют следующий вид: 

2 2 2 2| | ( ) 0.5 ( ) ,| | ( ) 0.5 ( )A A x A A A y AS s V c V P p V c V                  

 - угол атаки между вектором  ( BOV )   и воздушными скоростями BV , xс , 
yс  - 

безразмерные аэродинамические функции,   - плотность среды,   - 

значение площади каждой пластинки. Зависимости xc ,
yc  определены из 

продувок в аэродинамической трубе [5].  В качестве координат, введем угол 

   отклонения стержня АВ от оси x.  

Уравнения вращения рассматриваемой математической модели будут иметь 

вид:      
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Величины ,BV   связаны с , ,V    следующим образом: 

 sin cos , cos sinB BV V V r V                                                            (2) 

Таким образом получена математическая модель (1) – (2), описывающая 

движение рассматриваемого тела.  
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Рис. 1. Рассматриваемое тело 

Решение уравнений равновесия 

 

Рассмотрим режимы поступательного движения тела, т.е. 0,V const   . 

Тогда: tg ctg  , откуда  
2


   .   

Учитывая, что:     , имеем:  
2


                                

Проводя простейшие преобразования, получим уравнение равновесия: 

( ) ( )ctg k                                                                                                (3) 
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 - функция аэродинамического качества, широко известная 

в аэродинамике. Таким образом, при известном установочном угле тела  , 

мы можем решить уравнение равновесия (3) и найти угол атаки   , откуда 

мы можем определить угол тангажа : ( ( ))arctg k                (4)    

Скорость планирования V : 
cos

( )

mg
V

s



 



                                                    (5) 
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Любому положению тела, можно поставить в соответствие определенный 

стационарный режим [6]. Приведем наиболее характерные режимы: 

 Режим вертикального пикирования: 1 1

0

0,
x

mg
V

с



   

 Режим парашюта: 2 20,
xm

mg
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 Режим наиболее пологого планирования: 
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Для тела, имеющего прямоугольные пластинки с удлинением 8  , режим 

наиболее пологого планирования имеет следуюшие параметры:  0

3| | 87,1353  , 

0

3 -0,1153  , 0

3 5,0060    

Численное интегрирование уравнений движения 

С помощью математического пакета MATLAB написан комплекс программ, 

реализующий численное интегрирование уравнений движения 

рассматриваемого тела. При численном интегрировании используется 

процедура ode45, реализующая методы Рунге-Кутта четвертого и пятого 

порядка с автоматическим выбором шага.  На каждом шаге итерационного 

процесса из соотношений (2) ищется угол атаки 
cos

sin

V
tg

r V




 



  численного 

решения, аэродинамические функции ,p s   интерполируются кубическим 

сплайном.  В качестве результатов численного моделирования выводятся 

фазовые зависимости угловой скорости, скорости планирования и траектории 

центра масс. Приведем примеры численного моделирования. Аналогичные 

модели рассматривались в [7], [8].  
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Рис. 3. Режим вертикального пикирования 

Численное моделирование, исходя из рисунка 3, показывает, что режим 

вертикального пикирования неустойчив и траектория уходит со 

стационарного режима. 

 

Рис. 4. Режим парашюта 

Численное моделирование, исходя из рисунка 4, показывает, что режим 

парашюта для данного профиля также неустойчив и траектория уходит со 

стационарного режима. 
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Рис. 5. Режим пологого планирования 

Численное моделирование, исходя из рисунка 5, показывает, что тело 

движется в режиме пологого планирования, теряет скорость и сваливается в 

режим вертикального спуска. Интересные результаты были получены в [9], 

[10].   

                                              

Заключение 

 

1.  Создана математическая модель планирующего тела. 

2. Указаны наиболее характерные режимы планирования, в том числе, режим 

наиболее пологого планирования.  

3. Создан комплекс программ и проведено имитационное моделирование 

планирования тела на рассматриваемых режимах. 
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